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1. INTRODUCTION 

DANS UN ouvrage recent, Beck et al. [l] reprennent deux 
types de conditions aux limites deja introduites par Carslaw 
et Jaeger [2] nomenclaturees conditions de 4eme espece et de 
Sime espbce correspondant a un film dont on neglige la 
‘resistance thermique’ (les proprietts thermophysiques sont 
supposees indtpendantes du temps et de la temperature) : 

Comme le disent ces auteurs, ces conditions ne sont en 
fait utilisables que dans le cas de transfert de chaleur uni- 
directionnel. En effet, pour nbgliger la ‘resistance thermique’, 
tout en conservant la ‘capacite thermique’, il est necessaire 
que la conductivite thermique du film soit sutlisamment 
grande devant la conductivite du milieu, on ne peut plus 
alors nbgliger les transferts dans le plan de la surface si des 
gradients de temperature existent. 

2. CONDITIONS AUX LIMITES DE 6l!ME ET 
7EME ESPl!CE 

Dans ce cas, nous proposons de modifier les conditions 
aux limites pr&&dentes. Ecrivons l’equation de la chaleur 
dans le film (a titre d’exemple nous nous plqons dans un 
systeme de coordonnees carttsiennes et on suppose que le 
film est isotrope ; la generalisation a tout systbme de coor- 
don&es ou L un film anisotrope est immediate) (Fig. 1) : 

ainsi que les conditions aux limites sur le film en z = 0 et 
z=e: 

-it?= h(Tr-T,,,)+g(x,y,t) enz=e 
z (4) 

_n,F = _A_% 1 enz=O 

Tf = T, J (6) 

[la condition en z = 0 traduit un contact parfait entre le 
milieu et le film). 

Introduisons la temperature moyenne dans l’epaisseur du 
film : 

(7) 

et integrons l’equation (3) entre 0 et e sur z; soit : 

En utilisant les conditions (4) et (5) 

En utilisant l’hypothese du film mince et bon conducteur et 
la condition (6), on &it : 

T, = CT,), = VA, = (Tmh. 
La condition (9) devient : 

a2Tm aT, 
+lr7 = pcf- (IO) ay at 

que I’on peut i&ire sous la forme : 

aTnl aTnl 
+h,,dz+hTm = f(x,y,O-pc,eF 

(avec f = hT,,-g). (11) 

Si on compare la relation (11) a la relation (2), on voit 
apparaitre un terme supplementaire prenant en compte 
les &changes dans le plan (x, y) ; la relation (11) (que l’on 
pourrait appeler condition de 6bme esp&ze) s’utilise de la 
mime fa9on que les autres conditions aux limites. 
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FIG. 1. Bicouche Milieu-Film. 
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NOMENCLATURE 

z* 
diffusivite thermique 
rayon reduit du disque dans lequel est impose 
le flux d’excitation 

b rayon du disque dans lequel est impose le flux 
d’excitation 

e* epaisseur reduite 
e epaisseur 

.% 9 termes sources 
h coefficient d’echange convectif 
n terme de la serie de Hankel 

P variable de Laplace 
R* rayon extbrieur reduit de la plaque 
R rayon exterieur de la plaque 

RC resistance thermique de contact 
T temperature 
t temps 
.Y, y. z, r coordonnees d’espace. 

Greek symbols 
c( frequence spatiale de Hankel 

i* 
n 

PC* 
PC 
dJ 

Indices 
1.2.3 

1.2 
C 

ext 

m 

conductivitt thermique reduite 
conductiviti thermique 
chaleur volumique reduite 
chaleur volumique 
transform&e de Hankel de la 
temperature 
flux de chaleur dans l’espace reel 
transform&e de Laplace-Hankel de la 
temperature. 

solution relative au bicouche, aux conditions 
de 68me espece. aux conditions de 4eme 
espece 
milieu I ou 2 
contact 
exttrieur 
film 
milieu. 

I1 est egalement possible de prendre en compte une resist- 
ance de contact entre le milieu et le film: en effet seule la 
condition (6) est modifiee : 

T,,-Tf=/l,~Rc enz=O. 
(7z 

(12) 

En operant de facon similaire, on obtient la condition de 
78me espece. que l’on peut tcrire : 

avec : 

cp(r, t) = q&f) pour 0 < r < b 

4%‘) = 0 pourhir<R (14)’ 

(qO : constante : 6(r) : distribution de Dirac). 

De faGon a replacer ce probleme dans un cadre plus 
general. nous effectuons les changements de variable 
suivants : 

n 7 T+lT; f_+a,t; = r 
;-*-; I.+- 

w2 rl =2 e2 

On utilise les grandeurs reduites suivantes : 

3. EXEMPLE D’APPLICATION 

3.1, Position du probEme 
A titre d’exemple, envisageons le cas suivant. Un disque 

bicouche de rayon R. constitue d’un isolant bpais et d’un 
metal fin, a temperature uniforme nulle qui recoit a l’instant 
initial une impulsion de type Dirac temporel de flux sur un 
disque de rayon b (Fig. 2) ; soit en coordonnee cylindrique 
le systeme (14) : 

(14) 

Le systeme (14) s’tcrit alors : 

avec : 

F(r, t) = s(t) pour 0 < r < b* 

Hr. t) = 0 pourb*<r<R* 

(6(t) : distribution de Dirac). 

On va comparer les resultats du calcul exact (systtme 15) 
avec la condition aux limites de 6eme espke, soit le systeme 
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FIG. 2. Exemple d’application : e, = 0.7 mm ; A, = 40 W m- ’ 
K-‘:pc,=3.6x106Jm-‘K-‘;e,=10mm;1,=0.07 
Wm~‘K-‘;pcz=0.12x106Jm~rK-‘;R=500mm;b= 
20 mm. Soit en grandeurs reduites: e* = 0.07; A* = 

571,4;pc*=30;R*=50;b*=2 

(16) : 

PT, 1 dT, a*T, c?T, 
F+;x+a-‘=ar /I 

aTz 
-=O en r=R* et r=O 
ar 

-z=F(r,t)+pc*e*z 
i 

-A*e*(s+iz) en z=O 1 

aT* 
-=0 enz=l 
dZ 

T=O it=0 

(16) 

et la condition aux limites de 4eme esptce soit le systeme 
(17) : 

1 
aTz 
-=O en r=R* et r=O 
dr I 

-z=F(r,f)+pc*e*T 
i- 

(17) 
en r=O 

T=O $r=O J 
On constate que le systeme (17) est une approximation du 

systPme (16). Le terme (I*e*) est alors consider? comme 
pent. 

3.2. Comparaison des d@rentes approximations ci l’aide d ‘une 
transformation de Laplace-Hankel 

Si l’on s’interesse par exemple aux temperatures en z = 1, 
z = 0 et I = -e* ; il est commode de representer les solutions 
aprts transformation de Laplace sur t et transformation de 
Hankel sur r, soit : 

x 
Y’(G(.=.p) = 

ss 

R’ 
T(r.z, t)J,(ar)dr exp (-pt)dt. (18) 

0 0 

Les solutions du systime (15) sont alors : 

Y ,(c(,z = 1,p) = 
@(a) 

I*~,sh(y,e*)ch(y,)+ch(y,e*)y,sh(y,) 
Y,(a.z = O,p)=ch(~~)Y,(a,==I.p) 

Y,(a,z = -e*,p) = ch(y,e*)chW 

+&sh(y,e*)12sh(yd Y,@,z= 1,~). (19) 
> 

Les solutions du systeme (16) apparaissent comme le 
developpement asymptotique au premier ordre en e* de Y, : 

W4 
y2(a’z = I”) = I*y:e*ch(y,)+y,sh(y,) 

Y,(a,z = 0,~) = Y,(a,z = -e*,p) 

= ch(yJY&,z = 1,~). (20) 

Les solutions du systtme (17) apparaissent comme le 
developpement asymptotique au premier ordre en I*e* de 
Y’,: 

@(do 

y3(a’z = I”) = pc*pe*ch(y2)+y2sh(yz) 

Yr(a,z = 0,~) = Y,(a,z = -e*,p) 

= ch (yJY&,z = 1.p) (21) 

od: 

* 
yf = y+a2 et yi =p+cZ 

Q(a) = F J, (ab*) (22) 

et a solution de J,(aR*) = 0. 
Les fonctions Y ,, Y r et Y r suffisent pour etudier et com- 

parer les solutions en fonction des termes adimensionnels. 
On peut remarquer que le passage de (20) a (21) est singulier 
pour les grandes valeurs de y , ou quand ch (y , e*) est iloigne 
de 1. 

En dtveloppant la fonction ch et en utilisant le com- 
portement asymptotique de p et a dans l’espace transform& 
en I/t et l/r dans l’espace reel, on deduit que l’approximation 
de condition limite de 6tme espece est valable pour : 

pc*e*’ 
’ ” 21* ou r >> e*. 

Y, est par definition une approximation de Y,. Elle est 
utilisable quand : 

Pc*P 
,>>a* 

ou dans l’espace reel : 

Cette gamme de temps rend souvent Y 3 inutilisable. 

Calcul de T(r,z. t) darts I’espace Gel. Pour le calcul des 
solutions dans l’espace reel (de coordonnees r,c, t). nous 
operons tout d’abord une transformation inverse numerique 
de Laplace (voir ref. [3] pour une presentation de la methode 
et ref. [4] pour des tests de precision) : 

Les valeurs de V, sont donnees en Annexe. 
On effectue ensuite une transformation inverse de Hankel : 

(24) 

Cette serie doit itre tronquee pour les besoins du calcul. 
Numtriquement nous utilisons une solution approchee de 
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J,(a,R*) = 0, soit: 

cc,=0 et a,R*=n~+~- 
3 

--. (25) 
4 8(nn+ (n/4)) 

n entier variant de 1 a co. 
Cette mtthode est une extension de la mtthode des 

quadripoles aux transferts de chaleur 2D et 3D (voir ref. 

PI). 

TracP des rksultais aux temps ‘moyens’. La Fig. 3(a) montre 
l’tvolution de temperature a differentes profondeurs (-_ = 1, 
i= 0 et z = -e*) au centre de la plaque (en r = 0), pour des 
temps ‘moyens’ (t > p~*e*~/(21*)) pour les 3 calculs. Le 
calcul de la serie (14) a ett effectue avec 100 termes. 

On constate une parfaite identiti pour le cas exact et la 
condition a la limite de Verne espkce. Par contre, la condition 
a la limite de 4Pme espece conduit a une erreur tres impor- 
tante. La Fig. 3(b) confirme ce resultat pour une temperature 
en r = 26. 

Le croisement des courbes T, ou Tz en face arriere, avec 
T, ou T2 en face avant, est du a un effet bidimensionnel. 

Les petites oscillations observees sur le trace sont dues aux 
erreurs de troncature et a l’algorithme d’inversion. Elles 
ne sont pas reproductibles. Elles ne changent pas les 
conclusions. 

Track des rtkdtats aux temps ‘courts’. La Fig. 4 montre 
les memes donnees que la Fig. 3(a), mais pour une ichelle de 
temps beaucoup plus courte (de l’ordre de lo-“), de fagon 
a mettre en evidence la zone, t&s petite, dans laquelle 
I’approximation (16) n’est pas utilisable (t -c pc*e*‘/ 
(229). 

Pour kiter les phtnomenes de Gibbs dd aux erreurs de 
troncature de la s&e (24). le calcul est effectut avec 100 
termes de la serie et un rayon R* plus petit (R* = (2/3)b*). 
Ceci est licite puisque les temperatures sont alors nulles pour 
r grand devant b*. 

De facon a etudier la precision des resultats traces, on 
compare T,(r = 0, z = -e*, t) St la solution analytique ob- 
tenue dans le cas d’un mur semi-infini, dans le Tableau 1 : 

1 
T,,(; = -_e*, t) = -___~- 

J(nl*pc*t). 

A la fin du Tableau 1 ainsi que sur la Fig. 4, les valeurs de 
T,(-e*, t), Tz(O, t) et T,(O, t) se confondent sur un mdme 
palier qui correspond a la valeur limite : I/pc*e* = 0.4762. 

On peut constater que, dans le cas etudie. la precision est 
au moins de l’ordre du pour-cent. 

Comportement aux temps ‘longs’. Aux temps longs, du fait 
de I’excitation impulsionnelle, toutes les courbes T,, TJ et 

~1 (r=O,z=-e*,t),Tl(r-O,z=O,t),T2(r=O,z=O.t) 

temps r6duit 

0.08 

‘~77 7n Tl (r=Zb’,z=-e*,t),Tl (r=Zb*,z=O,t),T2(r=2b*,z=O,t) 

0.06 i ‘:,J 
T3(r=2b+,z=l,t) 

T3(r-Zb’,z-0,t) 

0 0.5 1 I.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 

temps reduit 

FIG. 3. Comparaison des temperatures aux temps ‘moyens’. en z = -e*, z = 0, z = 1 pour : T, : Bicouche ; 
T, : Conditions aux limites de 66me esp&e ; T, : Conditions aux limites de 46me espkce : (a) TempCratures 

en r = 0 ; (b) Temperatures en r = 2b*. 
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x104 

temps mduit 

FIG. 4. Comparaison des temperatures aux temps ‘courts’, en z = -e*, z = 0, z = 1 pour : T, : Bicouche ; 
T2 : Conditions aux limites de 6tme esp&ze ; T, : Conditions aux limites de 4&me espece. 

Tableau 1. 

t* IO4 T,,,= o.;= -.*I Tzc,=o,;=o, TX,&-0, Ta’(,= _P’) 

0.2572 0.8498 0.4750 0.4732 0.8496 
0.2830 0.8103 0.4749 0.473 1 0.8100 
0.3087 0.7759 0.4749 0.473 1 0.7756 
0.3344 0.7457 0.4748 0.4730 0.7451 
0.3601 0.7190 0.4747 0.4730 0.7180 
0.3859 0.6953 0.4747 0.4729 0.6937 
0.4116 0.6741 0.4746 0.4729 0.6717 
0.4373 0.6551 0.4746 0.4728 0.6516 
0.5145 0.6088 0.4745 0.4727 0.6007 
2.5720 0.4729 0.4722 0.4704 0.2687 
3.6015 0.4722 0.4715 0.4697 0.2271 

T,, doivent se rejoindre a une valeur asymptotique constante 
calculee grace au premier terme de la strie (24) : 

I.*2 
z-(r,:, co) = u 

(1 +pc*e*)R*Z 

Notre calcul permet d’obtenir cette valeur avec une pre- 
cision de l’ordre du pour-cent. On peut dire que dans ce cas 
limite. toutes les expressions test&es sont Cquivalentes. 
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ANNEXE 

Les valeurs des constantes V, de la transformation inverse 
numirique de Laplace sont (voir ref. [3]) : 

V, = 8.333333333333333334E-2 

V, = -3,208333333333333333E+ 1 

V, = 1.279000000000000000E + 3 

V, = - 1.5623666666666666678 + 4 

V, = 8,424416666666666668E+4 

V, = - 2.369575000000000000E+ 5 

V, = 3,759116666666666667E+5 

V, = - 3.4007 16666666666667E + 5 

Vg = 1.640625000000000000E + 5 

V,, = -3.28125000000000000E+4. 


