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1. INTRODUCTION

DANs UN ouvrage récent, Beck et al. [1] reprennent deux
types de conditions aux limites déja introduites par Carslaw
et Jaeger [2] nomenclaturées conditions de 4éme espéce et de
Séme espéce correspondant a un film dont on néglige la
‘résistance thermique’ (les propriétés thermophysiques sont
supposées indépendantes du temps et de la température) :

oT T
hon = f(’i,t)—(Pce)rE )]
aT or
15 +hT = f(r. f)—(Pce)fE- )

Comme le disent ces auteurs, ces conditions ne sont en
fait utilisables que dans le cas de transfert de chaleur uni-
directionnel. En effet, pour négliger la ‘résistance thermique’,
tout en conservant la ‘capacité thermique’, il est nécessaire
que la conductivité thermique du film soit suffisamment
grande devant la conductivité du milieu, on ne peut plus
alors négliger les transferts dans le plan de la surface si des
gradients de température existent.

2. CONDITIONS AUX LIMITES DE 6EME ET
7EME ESPECE

Dans ce cas, nous proposons de modifier les conditions
aux limites précedentes. Ecrivons I’équation de la chaleur
dans le film (a titre d’exemple nous nous plagons dans un
systéme de coordonnées cartésiennes et on suppose que le
film est isotrope; la généralisation a tout systéme de coor-
données ou a un film anisotrope est immédiate) (Fig. 1):

o’T, d*T, &°T, oT,
()

—f = pepot 3

oyl e ) TP )
ainsi que les conditions aux limites sur le film en z =0 et
z=e:

aT,
—ht = MTi—To) +g(x.y,0) enz=e  (4)
an__ 6Tm (5)
A T T enz=o
T, =T, (6)

(la condition en z = 0 traduit un contact parfait entre le
milieu et le film).

Introduisons la température moyenne dans I’épaisseur du
film:

€ Jo

T = IJ‘ Tidz ™

et intégrons I’équation (3) entre 0 et e sur z; soit:
1[oT ) 0T, o°T; oT;
%Jﬂﬁw*W—mW~ ®

En utilisant les conditions (4) et (5)

h 1 An 8T, 3T,
- ;((Tf)e_ Tow) — ;g(x,y, fH— - oz +MW
T, oT;

+MW =paa )

En utilisant I'hypothése du film mince et bon conducteur et
la condition (6), on écrit :

T = (T)e = (T)o = (Tu)o-
La condition (9) devient:

o 0T

h 1 - 0T,
—— —-T..)— - HN——
2 (To—To) = ;905000 =2

oz M

0T, oT,,
+MV i arre (10)

que I'on peut écrire sous la forme:

aT,, T,
Fhn = +hTn = f(x%, 3,0 = pee 7=

T, &°T,
+Afe<—5—xT+ 6y2> (avec f = hT.,,—g). (11)

Si on compare la relation (11) a la relation (2), on voit
apparaitre un terme supplémentaire prenant en compte
les échanges dans le plan (x,y); la relation (11) (que I'on
pourrait appeler condition de 6éme espéce) s’utilise de la
méme fagon que les autres conditions aux limites.
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FiG. 1. Bicouche Milieu-Film.
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NOMENCLATURE
a diffusivité thermique i* conductivité thermique réduite
b* rayon réduit du disque dans lequel est imposé A conductivité thermique
le flux d’excitation pc* chaleur volumique réduite
b rayon du disque dans lequel est impos¢ le flux pe chaleur volumique
d’excitation ¢ transformée de Hankel de la
e* epaisseur réduite température
e epaisseur ] flux de chaleur dans I'espace réel
f.g termes sources W transformée de Laplace-Hankel de la
h coefficient d'échange convectif température.
n terme de la série de Hankel
? variable de Laplace
R* rayon extérieur réduit de la plaque Indices
R rayon extérieur de la plaque 1.2,3 solution relative au bicouche, aux conditions
R, résistance thermique de contact de 6éme espéce, aux conditions de 4éme
T temperature espece
t temps 1.2 milieu 1 ou 2
x,),z,r coordonnées d’espace. ¢ contact
ext extérieur
Greek symbols f film
o fréquence spatiale de Hankel m milieu.
11 est également possible de prendre en compte une résist-  avec:

ance de contact entre le milieu et le film: en effet seule la
condition (6) est modifiée:
T,
RC

Tm‘_szlm,;— enz=0. (12)
cz

En opérant de fagon similaire, on obtient la condition de
7éme espéce, que I'on peut écrire :

.0 oT,,
A;na<(1+th)Tm+pCfeRcW
é’T, 0°T,
— AR\ — + ) |+ 8T,
ox~ 0y*

orT., 8T, 8T,
= flx,y,t)—pce —— +Afe<—r7 + - };> (13)

ot

3. EXEMPLE D’APPLICATION

3.1. Position du probleme

A titre d’exemple, envisageons le cas suivant. Un disque
bicouche de rayon R, constitué d’un isolant épais et d’un
métal fin, a température uniforme nulle qui regoit a I'instant
initial une impulsion de type Dirac temporel de flux sur un
disque de rayon & (Fig. 2); soit en coordonnée cylindrique
le systeme (14) :

ST, 10T, &T, 18T, h
ot r or oz a, Ot

T, 10T, T, 1T,

or? r or 8z s Ot

aT,

— =0 enr=Retr=0

| -

o, (14
—Ai—=—=0(r1) en:z= —¢
oz
aT,
3. = 0 en:cz=e;
aT, oT,
=T, —— =1 =
T, L et 4, as Ay i en 0
T=0 at=0 J

@(r, 1) = qoo(t) pourO<r<b
ptr)=0

(g, : constante; §(¢) : distribution de Dirac).

pourh <r< R (14)

De fagon a replacer ce probléme dans un cadre plus
général. nous effectuons les changements de variable
suivants:

A a, z
T— T, 1—»—t, --—~—; R
qo€> o3 €A -

On utilise les grandeurs réduites suivantes :

1 «
e*=—: =
€

Le systéeme (14) s’écrit alors:

T, 12T,  &T, pc* oT, T
ort " r or ozt T A M
ar, 18T, T, T,
art r or PR
aT,
—“=0 enr=R¥etr=0
or
T, r (15)
— = F(r,t) en z= —e*
oz
T,
an = 0 en:z=1
or eT,
T,=T,et *-1="22 en:z=0
b éz
T=0 a:1=0 J

avee:

F(r.t) = 6(1) pour0 <r < b*
Flr.ty =0
(8(2) : distribution de Dirac).

pour b* < r < R* (15)

On va comparer les résultats du calcul exact (systéme 15)

avec la condition aux limites de 6¢me espéce, soit le systeme
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Fi1G. 2. Exemple d’application: e, = 0.7mm; 1, =40 Wm™'

K™': pe;=3.6x10° T m* K™ '; e, =10 mm; 4, = 0.07

Wm™ 'K pe, =0.12x10°Jm 2K~ ", R=500mm ;b =

20 mm. Soit en grandeurs réduites: e* =0.07; A* =
571.4; pc* =30; R* = 50; b* = 2.

(16):

3T, 10T,  &*T, T, h
ot " r or dz2 ot
oT,

=0 enr=R*etr=0
or

oT, oT,
— 2= F(r,0)+pcte* —

0z P ot L (16)

T, 10T,
e 2 702 7=
le(6r2+r0r en z=0

oT.
5:2:0 enz=1
T=0 ar=0 J

et la condition aux limites de 4éme espéce soit le systéme
an:

T, Ll 9T, oT, N
ort " r or 0zt ot
oT,
6r'=0 en r=R*etr=0
aT, T, > a7
- = * kK < =
4s E(r,t)+pc*e T en z=0
oT.
azz =0 en:z=1
T=0 ar=0

~

On constate que le systéme (17) est une approximation du
systéme (16). Le terme (4i*e*) est alors considéré comme
petit.

3.2. Comparaison des différentes approximations a l'aide d 'une
transformation de Laplace—Hankel

Si ’'on s'intéresse par exemple aux températures en z = 1,
z=0etz = —e*, il est commode de représenter les solutions
aprés transformation de Laplace sur ¢ et transformation de
Hankel sur r, soit :

x R*
Y(a,z,p) =J; J; T(r.z, ) Jo(ar)drexp (—piyde. (18)

Les solutions du systéme (15) sont alors:

O(x)
A*y,sh(y,e*) ch(y,) +ch(y1€%)y;sh (v2)
¥, (a.z =0,p) =ch ()Y (2,2 =1,p)

Y (oa,z=1,p)=
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Yi(e,z=—e*p)= <Ch (11¢*)ch (72)

1
+ 1*—),‘511 (y:€*)72sh (Vz))‘yl(“,z =1,p). (19)
]

Les solutions du systéme (16) apparaissent comme le
développement asymptotique au premier ordre en e* de ¥, :
()
A*yie*ch(yy) +725h(p2)

¥y(e,z=0,p) = ¥y(x,z = —e*,p)
= ch(y)¥2(0,z = L. p).

¥Y(a.z=1,p) =

(20)

Les solutions du systéme (17) apparaissent comme le
développement asymptotique au premier ordre en i*e* de

)t

D(a)
pc*pe*ch(y)) +72sh(y2)
Yo,z =0,p) = ¥i(a,z = —e*,p)

WYi(a,z=1,p) =

=ch(,)¥5(e,2=1,p) 21
ou:
2_PEP L 2 pad?
V1—7+°‘ et y;=p+a
b*
O(a) = - J(ab*) (22)

et a solution de J,(aR*) = 0.

Les fonctions ¥, ¥, et ¥, suffisent pour étudier et com-
parer les solutions en fonction des termes adimensionnels.
On peut remarquer que le passage de (20) 4 (21) est singulier
pour les grandes valeurs de y, ou quand ch (y,e*) est ¢loigné
de 1.

En développant la fonction ch et en utilisant le com-
portement asymptotique de p et o dans I'espace transforme,
en 1/t et 1/r dans ’espace réel, on déduit que 'approximation
de condition limite de 6éme espece est valable pour:

pc*e*Z

[>»—— ou
22

r>»e*.

¥, est par définition une approximation de ¥,. Elle est
utilisable quand :

*
p;*p >» o?

ou dans I'espace réel :

pcre*? pc*
KK =1

24* A*

Cette gamme de temps rend souvent ‘P; inutilisable.

Calcul de T(r,z.t) dans U'espace réel. Pour le calcul des
solutions dans l’espace réel (de coordonnées r,z,t), nous
opérons tout d’abord une transformation inverse numérique
de Laplace (voir ref. [3] pour une présentation de la méthode
et ref. [4] pour des tests de précision) :

o, zn) = 2P ( {;0 ‘P(a,,,z, ;i (2)> VJ). 23)

t t

Les valeurs de V, sont données en Annexe.
On effectue ensuite une transformation inverse de Hankel :

2J,(2t,1)
T(r,z,0) = ) a7 o5 Q@ 2. 1). 24
(r.z.1) ";) R*2J (4, R%) o ) (24
Cette série doit étre tronquée pour les besoins du calcul.
Numériquement nous utilisons une solution approchée de
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Ji (o, R*) = 0, soit :

n
o,R* = nn+ —

3
4 Bt ) Y

=0 et

n entier variant de 1 4 co.
Cette méthode est une extension de la méthode des
quadripdles aux transferts de chaleur 2D et 3D (voir ref.

(D).

Tracé des résultats aux temps ‘moyens’. La Fig. 3(a) montre
I'évolution de température & différentes profondeurs (z = 1,
z = 0etz = —e*) au centre de la plaque (en r = 0), pour des
temps ‘moyens’ (¢ > pc*e*?/(2A*)) pour les 3 calculs. Le
calcul de la série (14) a été effectue avec 100 termes.

On constate une parfaite identité pour le cas exact et la
condition 4 la limite de 6éme espéce. Par contre, la condition
4 la limite de 4éme espéce conduit & une erreur trés impor-
tante. La Fig. 3(b) confirme ce résultat pour une température
enr=2b.

Le croisement des courbes T, ou T, en face arriére, avec
T, ou T, en face avant, est dii 4 un effet bidimensionnel.

Les petites oscillations observées sur le tracé sont dues aux
erreurs de troncature et a l'algorithme d'inversion. Elles
ne sont pas reproductibles. Elles ne changent pas les
conclusions.
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Tracé des résultats aux temps ‘courts’. La Fig. 4 montre
les mémes données que la Fig. 3(a), mais pour une échelle de
temps beaucoup plus courte (de I'ordre de 107 %), de fagon
a mettre en évidence la zonme, trés petite, dans laquelle
I'approximation (16) n’est pas utilisable (1 < pc*e*?/
(24%)).

Pour éviter les phénomeénes de Gibbs di aux erreurs de
troncature de la série (24), le calcul est effectué avec 100
termes de la série et un rayon R* plus petit (R* = (2/3)b*).
Ceci est licite puisque les températures sont alors nulles pour
r grand devant b*.

De fagon a étudier la précision des résultats tracés, on
compare T,(r =0, z = —e*,1) 4 la solution analytique ob-
tenue dans le cas d’un mur semi-infini, dans le Tableau 1 :

1

NI nA*pctt)’

A la fin du Tableau 1 ainsi que sur la Fig. 4, les valeurs de
T(—e* 1), T»(0,1) et T5(0,1) se confondent sur un méme
palier qui correspond a la valeur limite: 1/pc*e* = 0.4762.

On peut constater que, dans le cas étudié, la précision est
au moins de l'ordre du pour-cent.

T, (z= —e* 1)

Comportement aux temps 'longs’. Aux temps longs, du fait
de T'excitation impulsionnelle, toutes les courbes 7, T, et

0.4 r r— Y T v —
ossfy_ T3(r=0,2=0,t) h
4 S —— —
I+ TTeN———
Y T3(r=0,2=1,1) TS e——
02k 1
.
e Ll
2 02p
B H A
[ ]
E‘ 015k % .
2 \‘ T1(r=0,2=-e*,1),T1(r=0,2=0,t),T2(r=0,2=0,t)
01F T1(r=0,2=1,1),T2(r=0,2=1,t) 1
oos} ]
(a) o it bt ittt 3 L~ —
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45
ternps réduit
0.08 T ™ T r T T
0.07
T| T1(r=2b*z=-e*,t),T1(r=2b*z=0,t), T2(r=2b*z=0,t) 7
1 ]
[}
0.06
 \ T3(r=2b*z=1,1) .
1]
0 005 L\ 4
5 .
B 004 \
-é. " - ‘\ e
T3(r=2b*z=0,t
2003 L L « 2=0.1) .
4
'
«”"  TUr=2b*z=1,1),T2(r=2b*2z=1,t
oo | . ( 2=1,1),T2(r=2b*z=1,1) ]
0.01 t‘ J
(b) . s " " . .
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45
temps réduit
FiG. 3. Comparaison des températures aux temps ‘moyens’, en z = —e*, z =0, z = | pour: T: Bicouche:

T,: Conditions aux limites de 6éme espece ; 7'5: Conditions aux limites de 4éme espéce : (a) Températures
en r = 0; (b) Températures en r = 2b*.
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1.2 T
i J -
/ T1(r=0,z=-e*,t)

osf b
g
2
© T2(r=0,z=0,t),T3(r=0,2=0,t)
5 06f e
A
€
3 S p——

04 -

T1(r=0,2=0,t)
02} 4
T1{r=0,2=1,1),T2(r=0,2=1,1),T3(r=0,2=1,t)
0 R . . R . .
)} 05 i 1.5 25 3 35 4
x10+4
temps réduit
FiG. 4. Comparaison des températures aux temps ‘courts’, enz = —e*, z =0, z = | pour: T, : Bicouche;

T,: Conditions aux limites de 6éme espéce ; T5: Conditions aux limites de 4éme espéce.

Tableau 1.

*10* Tipao:mem Top—0:=0 T3p0:=0 Toi=—ev
0.2572 0.8498 0.4750 0.4732 0.8496
0.2830 0.8103 0.4749 0.4731 0.8100
0.3087 0.7759 0.4749 0.4731 0.7756
0.3344 0.7457 0.4748 0.4730 0.7451
0.3601 0.7190 0.4747 0.4730 0.7180
0.3859 0.6953 0.4747 0.4729 0.6937
0.4116 0.6741 0.4746 0.4729 0.6717
0.4373 0.6551 0.4746 0.4728 0.6516
0.5145 0.6088 0.4745 0.4727 0.6007
2.5720 0.4729 0.4722 0.4704 0.2687
3.6015 0.4722 0.4715 0.4697 0.2271

T, doivent se rejoindre a une valeur asymptotique constante
calculée grice au premier terme de la série (24):

T(r,z, 0) =

b*?

(1 +pc"‘e*)R*2 '

Notre calcul permet d’obtenir cette valeur avec une pré-
cision de I'ordre du pour-cent. On peut dire que dans ce cas

limite. toutes les expressions testées sont équivalentes.
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ANNEXE

Les valeurs des constantes ¥ de la transformation inverse
numérique de Laplace sont (voir ref. [3]):

V, = 8.333333333333333334E -2

V,= —3.208333333333333333E+1
V5 = 1.279000000000000000E + 3
V, = —1.562366666666666667E +4
Vs = 8.424416666666666668E + 4
Ve = —2.369575000000000000E + 5
V; = 3.759116666666666667E + 5
Ve = —3.400716666666666667E + 5
V4 = 1.640625000000000000E + 5

Vie = —3.28125000000000000E + 4.



